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B pabote npezacraBieHbl pe3yibTaThl 0030pHOIO aHAIM3a M MPUMEHEHHS MapajlieIbHBIX BbI-
YHUCIINTENBbHBIX TEXHOJIOTUN Ul MOJCIMPOBAHMS M ONTUMAJIBHOIO YIPABICHUS HEIMHECHHBIMU
MHOTOCBSI3HBIMH CHCTEMaMHU C pacHpeeNICHHBIME NapaMeTpaMu CBepXO0oJbIIoil pasmepHocTH. B
JIOKJIa/Ie paCCMAaTPUBAIOTCS MHOTOYPOBHEBBIC BAPHAHTHI AEKOMIIO3HULIUY C pacleIIeHUeM 1o (pu-
3MYECKUM TIPOLIECCaM M MPOCTPAHCTBEHHBIM KOOPAUHATAM B COYETAHWU C MHOTOCETOYHBIMHU (KO-
HEYHO-PA3HOCTHBIMH U KOHEYHO-3JIEMEHTHBIMU) METOJIaMH aIlIIPOKCUMAIIMM UCXOAHBIX 3373y Ma-
TEMaTU4eCKON (PU3UKH B UEPAPXUYECKU BIIOKEHHBIX (PYHKIIMOHAIBHBIX MpocTpaHcTBax. Ilpenna-
racMble MEpPApXUUYECKHE NMPHUHLMIBI PACNAPAIICINBAHNAS BBIYMCICHUN IIPEIOCTABISAIOT YHUBEP-
CaJIbHBIE BO3MOKHOCTH COIJIACOBAHUS CTPYKTYpPBl QITOPUTMOB M apXUTEKTYpbl MHOTOIIPOLIECCOP-
HBIX BBIYUCIUTEIbHBIX CHCTEM, CIIEI0BATEIbHO, 00ECIEUMBAIOT MAKCUMAJIbHYIO 3arpy3Ky MHOIO-
SIIEPHBIX NIPOLIECCOPOB.

1. BBenenue

CoBpeMeHHasi TCHICHIIUS Pa3BUTHsI MHOTOMPOIIECCOPHBIX BRIYUCIHUTENbHBIX cucteM (MBC) ot-
KpPBIBA€T HOBBIE BO3MOXKHOCTH JisI pa3pabOTKU BBHICOKOI(DPEKTUBHBIX METOIOB MOJCTUPOBAHUS
MHOTOCBSI3HBIX CHUCTEM [1] ¢ MHOTOYpPOBHEBOW IEKOMIIO3UIIUEN M UEPAPXUUECKUM pachapaiesin-
BaHWEM BBIYUCICHUH. J[151 OOIBIIMHCTBA peaIbHBIX MHOTOCBS3HBIX CUCTEM OOJIBIIION pa3MEepHOCTH
TaKOM MOAXOJ SIBJISETCS €IWHCTBEHHO BO3MOKHBIM CIOCOOOM CO3JaHMs aJ€KBAaTHBIX BBHIYHMCIIH-
TENBHBIX MOJENEH 00BEKTOB yrpaBieHus. B yacTHOCTH, Mpu pa3paOdOTKe BHIUMUCIUTEIBHBIX MO/IE-
JIel yIpaBJICHHS TPOLIECCAMU:

e Teronepeaadn, KOHBEKIUU-TuP Y3 1 MacCOMepeHoca B CIUIONIHBIX CPEeIax;
e MHOTO(a3HON QUIBTpAK (IIIOUIOB B MOPUCTHIX CPEAax MOJI3EMHBIX PE3epPBYapOB MECTOPOXK-

JEHUI YTIIEBOJIOPOIOB U paclpeaesieHus] TOTOKOB B IIPOMBICIOBBIX He(pTera30cOOpHBIX CETSX;
® pacrpeneseHs] TOTOKOB OT UCTOYHHKOB K MOTPEOUTENSIM B OOBEIMHEHHBIX CETSAX Ira30MpoBO-

JIOB U JIMHUI 3JI€KTpOIepeaun;
® KOHTPOJISI U PETYIMPOBAHUS YPOBHS MOJ3EMHBIX BOJ B CUCTEMAaxX MPEAOTBPALICHUSI IKOIOTHYE-

CKHX KaTacTpo( B Meraroyincax, MpOMBIIUICHHBIX 30HaX U APYTUX 00BEKTaX OXPAaHbBI U 3alTUTHI

OKPYKAaIOIel Cpeabl.

OOBIYHO TUCKPETHBIC MOJENN (PU3NIECKUX MPOIIECCOB, OMUCHIBAEMBIX CHCTEMaMU YpaBHEHHH B
YACTHBIX TIPOU3BOJIHBIX, 00JAJAI0T CTETICHIMHU CBOOOABI (Y3J1aMU) MOPSIKA 10° u 6oree. Cosnmanue
MOJIeJIe TaKUX pa3MEpHOCTEH TpeOyroT pa3paboTKU alrOPUTMOB HOBOTO TMOKOJEHHS, oOecredn-
Barommx 3G dexTuBHOE pacnapawieauBanue Bbrauciennii Ha MBC. [ mocTmkeHus: 3TOU 1en
HanbOosee YPPEKTUBHBI METOJBI IEKOMIIO3UIIUN CUCTEMBI Ha OTJACIbHBIC MOJACHCTEMbI, HA TPaHHU-
ax paszeiia KOTOPBIX 3a/1al0Tcs YCIOBHUSI TPAHCBEPCAIBLHOCTU WM HEMPEPHIBHOCTU Ha (ha3oBbIe
nepeMEHHBIE.

B ocHOBe COBpeMEHHBIX BBIYMCIUTENbHBIX TEXHOJOTUHN C HCIOIb30BAaHUEM METOAOB JEKOMIIO-
3ULUU JIEKAT Pe3yibTaThl, NpeasioxkeHusie JI. [llsapyem [2] Ajigs MOCTPOCHHS aIbTEPHUPYIOLIECH
UTEPALMOHHON TPOIEAYPHI MO MOA00IACTIM ISl PEHISHUS] SJUIUIITUYECKOTO YPaBHEHUSI B COCTaB-
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Hol o6nactu. ITorenuman merona IIBapia ObuT peanu3oBaH JUIIb BO BTOPOW MOJOBHHE MPOIIIIOTO
BEKa B HapacTalomeM o0beme ny6m/11<au1/11711, CpeIr KOTOPBIX pabOT MOXHO BBIICTUTH MOHOTpadum
B.U. Aeowrkosa, B.U. Jlebedesa [3-6] u cratbio A.M. Mayoxuna, C.B. Henomusiwux [7], 3a105KuB-
HIMX TEOPETUYECKHUE OCHOBBI METOJOB JEKOMIIO3HUIIMHM B BBIYUCIUTEIbHOW MaTemaTtuke. OOBIYHO
Meronsl nekomnosuiuu obmactu (DDM — domain decomposition method) B Monorpadusx 3apy-
OEKHBIX U OTEUYECTBEHHBIX aBTOPOB (GOPMYIHPYIOTCS Kak aaauTuBHbIe MeTos! [lIBapa. Hanpu-
mep, J. Xu [8]; B. Smith, P. Bjorstad, W. Gropp [9]; A. Quarteroni, A. Valli [10]) u 4.4. Camap-
cxutl, I1.H. Babuwesuuy [11].

D¢ HeKTUBHOCTH 3TUX METOJIOB ONPENENIETCS €CTECTBEHHBIM pa30MeHneM OCHOBHOM 3aJaud Ha
MoJ3a/1a4ll MEHbIIEH pa3MepHOCTU M pacHapauieMBaHUEM aJrOpUTMOB UX pelieHus. OmHako
CKOpPOCTh 0OMEHa MEXIy MPOLECCOpPaMH U UX SJIpaMHU y COBPEMEHHBIX U nepcrnekTuBHbIXx MBC He
JIOTTYCKaeT BO3MOXKHOCTb JOCTHKEHHSI TPeOyeMOro yMEHbBIIEHUS Pa3MEPHOCTH MOJCHUCTEM, IIO-
CKOJIBKY /7151 3((EKTUBHOCTH pacnapaieTuBaHusl HEOOX0IUMO, YTOObI CyMMapHOE BpeMst OOMeHa
JaHHBIMU MEX]y MPOILIeCCOpaMU OBLJIO JOCTaTOUYHO MaJIbIM [0 CPABHEHHUIO OOIIUM BPEMEHEM BbI-
YHCICHUN B OTAEIBHBIX Iporeccopax. CienoBaTebHO, pa3MEpHOCTh MOA3a7ady U COOTBETCTBYIO-
1 00beM BBIYMCICHUM Ha Ka)XKJIOM IMPOIeccOpe JOHKEH OBITh JOCTaTOYHO OONBIINM U AJIS pe-
HICHUS TPOOJIEMBI Pa3MEPHOCTH B JIOKAJIBHBIX MOJ33a4ax TaKXKe eJIeco00pa3Ho MPUMEHEHHUE Ta-
paJIeNbHBIX BBIYMCIUTENBHBIX TEXHOJOTUI. MHOroypoBHeBbIe aAauTHBHBIE MeTozabl LlIBapra
3/1eCh HE MEpPCHEKTHBHBI, IMOCKOJBKY MHOTOCTYIEHUYATOE pPACLICTTICHHE CETOYHBIX OIEpaTOpOB
YXYALIAIOT YCIOBUS YCTOMYMBOCTH U CXOAMMOCTH alrOpuTMOB. B 3THX ycnoBusax Haubosee 1ese-
co00pa3HbIM SBJISIETCS NPUMEHEHHE MHOTOYPOBHEBOH JEKOMIIO3UIMU B COYETAHHHM C METOAAMU
KOHEYHBIX CYIEpAIEMEHTOB U MHOTOCETOYHBIMU MeTo/aMu. MIMeHHo, pa3paboTka 1 000CHOBaHUE
TaKUX METOJIOB SIBJISIETCS TIPEAMETOM UCCIIEIOBAHMS B 9TO padoTe.

MeTopl KOHEYHBIX CYNEPAIEMEHTOB, IPEeIIOKeHHBIE B pabotax Cmpaxoeckoii JI.I'., PedopeHn-
ko P.II. [12-13], nHauGonee 3(pPEKTUBHBI NIPH JECKOMITO3HLIUN O0JIACTH ONPENCIICHHUS PEIICHUN JUTs
00JBIIOro Kiacca cucTeM. B yacTHOCTH, JIIsl MOIETTUPOBAaHUSI OOBEKTOB, 001a/1al0NIUX JOKAIbHBI-
MU HEOJHOPOAHOCTSAMHU (Hampumep, OOibIINe TpaiueHThl peuienus). s yuera ocoOeHHOCTEe! U3-
MeJIbUEHHE I1ara CEeTKH HEeJOMYCTUMO, TOCKOJIbKY MPUBOANT K YBEIHMUEHHUIO Pa3MEPHOCTH U MOTEpe
YCTOMUYMBOCTU JITOPUTMOB. IIycTh J0KanbHBIE HEOTHOPOIHOCTH COCPELOTOUYEHBI B MAJIOW OKPECT-
HOCTH OCOOBIX TOYEK, TOr/Ia TpeOyemasi TOYHOCTh CETOYHOW anMpoOKCUMAIIUU JOCTUTAEeTCs Ha CEeTKE
c marom h<<H , rme H — xapakTepHble pa3mepsl HEOAHOPOJHOCTEH. B aTOM ciydae obnactb on-
peneneHus: peieHuii MoKeT ObITh allPOKCHUMUPOBAHO CETOYHBIM pa30MEHHEM Ha MHOTOTPaHHBIE
CYIIEPAJIEMEHTHI C XapaKTEepPHbIMU pazMepamMu ~ H JByX THUIIOB, cofiepiKaline BHYTpHU ceOs ocoOble
TOYKH WU HET. B pe3ynpTaTe Bce OCOOCHHOCTH OYAYT JIOKaIM30BaHbl BHYTPU CYIEPIIEMEHTOB
NEpBOro TUNA, a BOIM3M UX UHTEPEHCHBIX Y3JI0B, pedep U rpaHel, a TaKkKe B OCTAJIbHBIX, pelle-
HUS OyIyT OTHOCHUTEIBHO TJIAJAKUMHU (TPaIUEHThI TOCTAaTOYHO Maibl). TakuM 00pa3oM, CO3Mar0TCs
IPEANOCHUIKY TIOCTPOSHHST Pa3HOMACIITAOHBIX METOAOB MOJCIMPOBaHMS C IIaroM h B cymepase-
MeHTax u ¢ maroM H Bo Bcell oOnactu pemieHus. [ TMHEHHBIX CUCTEM 3TO OCYIIECTBISETCS B
nBa sTana. CHayvana Juis BCeX CYINEpIJIEeMEHTOB ONPEICISIOTCS Oasuchblie (hyHKyuu, SBISIONIECS
Ppeulenus 6CnoMo2amenbHbIX 3a0ay ¢ maroM ~h npu 3a0annvix B BEpIIMHAX MHOTOTPAHHHUKA U 0CO-
00l TOUKE epaHUUHBIX YCLO8USAX, TSI CYNIEPJIEMEHTOB MEPBOT0 THUIIA U TOJIBKO B BEPILMHAX JJIS OC-
TabHBIX. [Ipu 3TOM Kaxnas Oa3ucHas COOTBETCTBYET T'PAaHUYHBIM YCIOBHSIM, OOpa3yroIIUX pas-
OueHue eMHULIbI, T.€. paBHBIM €IMHHIIE HA OJHOMN W3 BEPIIMH U HYJIO Ha BCEX OCTAIBHBIX, BKIIO-
Yast 0cOOYIO TOUKY, €CJI OHa €CTh.

Pemmennie 3agaun MOJEIMPOBAHUSL CUCTEMBI B II€JIOM OIPEAETSETCS U3 OANAHCOB8bIX YPAGHEeHUl
win ypasnenuti Ilyanxkape-Cmeknosa [14-15], cocTaBlIeHHBIX U3 YCIOBHI HEMPEPHIBHOCTH (a3o-
BBIX [IEPEMEHHBIX Ha UHTEPPEHCHBIX BEpLINHAX, peOpax U IPaHsX CMEKHBIX CylepaieMeHTOB. [
MOJICIIUPOBAHMS KBa3HJIMHEHHBIX CUCTEM TaKas IMpoIeaypa IPOU3BOIUTCS Ha KaXIOM UTEepaIloH-
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HOM CJIO€, a Ul HeJMHEWHBIX 3a/ladya CBOJUTCS K PEIICHUIO K allPOKCUMHPYIOIICH MOCIeI0Ba-
TEJILHOCTU JIMHEHHBIX OMNEPATOPHBIX YPaBHEHHH C HCIIOJIB30BAaHHEM aCHUMIITOTHYECKHX METOIOB
nuHeapu3anuu. Hampumep, memooos meopuu sozmywenuii u op. [16].

B oOmem ciydae, 4rciio MacmTaboB HEOTHOPOIHOCTH MOXKET OOJIBIIE JIBYX, BOBMOXKHO STHM
OOBSICHSIETCS OOMICTIPUHATOE AHTJIMKMCKOE HAa3BaHHWE METOJla KOHEYHBIX CYNEPITEMEHTOB —
multiscale finite element method (MSFEM) [17].

o cymiecTBy METO/I KOHEUHBIX CYNEPAJIEMEHTOB MOYKHO TPAKTOBATh KaK 0000weHue adoumus-
Hblx Memo0os oexomnosuyuu (JI. [[lsapya) Ha MHOTOCBSI3HBIC 00JaCTH C BHYTPEHHHMH HEOJIHO-
POTHOCTSIMH, HAIIPUMED, JIJIs1 00BEKTOB TEIJIOMACCONEPEIauy ¢ BHYTPEHHUMU UCTOYHUKAMU U CTO-
KaMu U MHOTO(a3HOW (UIBTpAIlMU B pe3epByapax MECTOPOXKICHHUM yrIeBOAOPOJOB C J00BIBaIO-
IIMMHU ¥ HarHETaTeIbHBIMU CKBOKUHAMH.

Mmuorocerounsie Metoasl (MGM — multi-grid method), npeanoxkennsie B padotax P.I1. @edo-
penko [18-19], H.C. baxeanosa [20] u I'.Il. Acmpaxanyesa [21], monyunnn oKOHYATEIBHOE TPH-
3HaHue nocie nyonukanuu ctatbu A. Brandt’a [22]. CoBpeMeHHbIE BapUaHThl MHOTOCETOYHBIX Me-
TOJIOB C U3JIOKCHHEM TEOPUH U MPHIOKEHHI omyOnukoBansl B MoHorpadusx W. Hackbush’a [23-
24], B.B. llaiioyposa [25], M.A. Onvwanckoeo [26] n FO.B. Bacunvesckoeo u M.A. Onvwarnckoeo
[27] u npyrux pa60Tax2.

Perienue 3a1a4 MOCTMPOBAHUS U ONTUMAIBLHOTO YIPABICHHUS MHOTOCBSI3HBIX CUCTEM 3aTPY/l-
HEHO MX OOJBIION pa3MEPHOCTHIO, HAJTMYUEM OTPaHUYCHUH Ha yIpaBIisItone U (ha3oBbie KOOPIH-
HaThl. [IpeooieHre STHX 3aTPYAHCHUN OOBIYHBIMU METOAAMHU MOJICITMPOBAHUS HEBO3MOXHO M3-32
«IPOKIISITHS Pa3MEPHOCTHY, TIOATOMY JUTSI TIOCTPOCHUS d(H(HEKTUBHBIX METOOB HEOOXOAMMO BBISIB-
JICHUE ¥ UCIIOJIb30BAHUE XapPAKTEPHBIX CTPYKTYPHBIX CBOUCTB OOBEKTOB YIIPABJICHHUS.

Jlnst OONBIIMHCTBA MHOTOCBSI3HBIX CHUCTEM C PacIlpe/elICHHBIMU TapaMeTpaMu, OMUCHIBAEMBIX
CHUCTEMaMH alre0OpanvdecKiX WM MHTETPAIbHBIX YPABHCHUN WUJIM YPAaBHEHUN MaTeMaTHUCCKOW (u-
3UKH 1apaboMYecKOro M AIUIMIITUYECKOTO THIIOB, CAMOBIIMSHUAE B Ka)KJJOM KOHTYpE I KaHaye
yIpaBJICHUS TOJOXKHUTEIBHO, @ B3aUMOJICHCTBUS MEXKy HUMHU OTPHUIIATEIbHBI. 3aJa4l ONTHMAaIhb-
HOTO YIPaBJICHUS U1l TAKOTO OOBEKTOB YIPABICHHSI 00JIaal0T OCOOCHHOCTSIMH, KOTOPHIE CYIIECT-
BEHHO HCIOJIB3YIOTCS TIPU MOCTPOSCHUH BBIYMCIUTEIIBHBIX alropuT™MOB. biaromapst uemy, obecre-
YHBAETCS MOHOTOHHASI CXOJMMOCTb TTOCJICOBATEIILHBIX TPUOIMKEHUH (a30BhIX MEPEMEHHBIX K UX
ONTUMAJIbHBIM 3HAYCHUSIM.

2. 3apauu MoJeJMPOBAHUS

B npennaraemom nokiane paccMaTpUBAIOTCS METOMBI U TOAXOBI [28-35] K pemenuto mpooaem
MOJICIIUPOBAHMS, TPOSKTUPOBAHUS U YIPABJICHUS MpoleccaMu (QUIbTpAllMd B MOPUCTHIX Cperax
pe3epByapoB MECTOPOKICHUH YTIIIEBOJOPOIOB, OTHOCAIIMXCS K KJIacCy MHOTOCBSI3HBIX CHCTEM
6onboi pazmeprnoctu. [Ipobiema monenupoBanus GopMmynupyercss B caMoi 001Ieii MOCTaHOBKeE,
T.€. U1 MECTOPOXKJICHUH yTIIEBOAOPOIOB 00JIAJAIONINX CIIOKHOU T€0JIOTHEH M TeOMETPHUEH pe3ep-
Byapa, HalpuMep, ¢ OOJIBIION «Tra30BOil IIANKOI», TOHKON «HE(PTIHON OTOPOUYKOI» U MOACTUIIAIO-
el «BOJSTHOW MOTYIIIKOM.

Oco0eHHOCTH TTOPHUCTOM Cpefbl Pe3epPBYapOB Ta30HE(PTIHBIX MECTOPOKACHUN: OOIbIIas 00b-
€MHas MPOTKEHHOCTb, NMPOCTPAHCTBEHHAs HEOJHOPOIHOCTb, CXKMMAEMOCTh (DIIOMA0B U CaMOH
HOPHUCTOM cpenbl, 00YCIIaBIMBAIOT HEOOXOIUMOCTh pa3pabOTKH M CO3JaHMS CIEHHUAIBHBIX IPO-
IPaMMHBIX KOMIIIEKCOB C MCIIOJb30BaHMEM HOBBIX JTOCTHMIKEHUH BBIYMCIMTENBHON MaTeMaTuku. B
YaCTHOCTH, HEPAPXMUECKUX MHOTOCETOYHBIX BAPHAHTOB METOAOB JEKOMIIO3MIMU 00jactu (Trazo-,
He(Te- ¥ BOJOHOCHOM yacTell pe3epByapa), paciienaeHus o (pU3nIecKUM MpoLeccaM U MpOCTpaH-
CTBEHHBIM KoopJuHaTaM. [Ipu TakoM mojaxojie pe3epByap MECTOPOXKICHUS U3HAYAILHO pa3OuBaeT-
Csl Ha OTHOCUTEIILHO OJHOPOIHBIE I'€OJIOTMYECKHE Tela, a KaK[oe IeoJOrMYecKoe TeJOo, B CBOIO
ouepeab pa30MBaeTCsl HAa HEMEePECEKAIOIUECs TOAMHOXKECTBA CYIIEPIIEMEHTOB, T.€. KaXI0€ Te0JI0-
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THYECKOE TEJIO MOJBEpraeTcs JeKoMIo3uiun obnactu. [Ipennonaraercs, yTo KakKablii OJI0K MOXKeET
cojiepxkaTh 32001 TOJBKO OJTHOM CKBaKMHBI MJIM BOBCE HE coliepkaTh ero. TakuM oOpa3om, OCHOB-
HBIMU PAacYETHBIMH DJIEMEHTAMH BBIUMCIUTEIBHBIX MoJenell (puiabTparuu ¢IIrou 0B B MOPUCTHIX
cpelax CTaHOBSTCS CYNEPAJIEMEHThI CO CKBaXXMHOW miu 6e3 Hee. [[ns gocTuxeHus HauOoJbIIen
YHHMBEPCAJIbHOCTU METOJ0B MOJEIMPOBAHUS M SKOHOMHYHOCTU HCIIOJIB3YETCS MHOIOYpPOBHEBBIN
MIPOLIECC BBIUMCICHUI HA MHOKECTBE UEPAPXUUYECKH BIOKEHHBIX CETOYHBIX aNMPOKCHUMAIIUA COOT-
BETCTBYIOIIMX KPAEBbIX 3aja4 JJIsl HICXOIHBIX YpPaBHEHUH TEOpUH (PUIBTPAIH B MOPUCTHIX Cpeaax.
Jlanee B KaXKIOM CyTIEpIJIEMEHTE COJEprKallleM WM He cofepialieM 3a00il CKBaKHHBI UCIIOIb3Y-
€TCsl MHOTOCETOYHBIE BAPHAHTHI KOHEYHO-Pa3HOCTHBIX, KOHEUHO-00BEMHBIX (0aJaHCOBBIX) MITH KO-
HEYHO-3JIEMEHTHBIX (BapHallMOHHBIX) MeTo/10B. Ha cymepanemeHTax co CKBaXMHOW miu 0e3 Hee
CETOYHasl alMpOKCUMAIUs IPOU3BOAUTCS HA KBa3UPAaBHOMEDPHBIX UM PABHOMEPHBIX CETKaX.

Ha mpaktuke memecooOpa3Ho cHauana pa3pabaTbiBaTh HEPTEHOCHYIO YacTh pe3epByapa 0e3
(pOHTATIBHOTO MPOpPHIBA r'a3a U BOABI U3 T'a30- U BOJAOHOCHBIX 4YacTell pe3epByapa. Takue pexumbl
oTOopa He(PTU BO3MOKHBI JIUIIB C HCIOIb30BAHUEM TOPU3OHTAIBHBIX CKBRXUH C MaJIbIMU JIeIIpec-
CHSIMH B UX IPHU3a00MHBIX 30HAX U OAPHEPHBIX 3aBOAHECHUI HA T'a30- U BOJOHE(TAHON IrpaHHIIAX.

B 3Tux ycnoBusSX NMpOHUKHOBEHHE (UIIOMIOB W3 HEPTSIHOW OTOPOUYKU B APYTUE YacTHU pe3ep-
Byapa He BO3MOXXHO, IIOATOMY (pu3HuecKue mporeccsl GpuiabTpauu QIronoB B HePTAHOM 0TOPOU-
Ke, ra3a M MOJIOIIBEHHON BOJBI B ra30BOM IIANKe U MOJOLIBE pe3epByapa MOXKHO paccMaTpuBaTh
He3aBUCHMO. [Ipy 3TOM MPOHUKHOBEHMS Ta3a U BOJBI B HEPTIHYIO OTOPOUYKY HEOOXOIUMO YUHUTHI-
BaTh IyTEM COTJIACOBAaHHUS B MIPOCTPAHCTBE M BPEMEHHU HA MCXOJHBIX IPAHULIAX Pa3AeNoB ra3oHed-
TSHOU 1 BOOHE(TSIHON YacTeil pe3epByapoB.

Ecnu npenebpeub MalbIMU T'paBUTALMOHHBIMU CHUJIAMH, U30T€PMHUYECKasi HEYCTAaHOBHBIIASCS
¢GuIbTpanus NPUPOTHOTO Taza B He NeOopMHUPYEMOil MOPUCTOH cpejie ra30BOM HIANKH MECTOPOXK-
JIEHUS OIpe/eNsieTcs] pelleHueM HadallbHO-KpaeBOM 3ajaud Uis HEIMHEHMHOro mapaboiindecKoro
ypaBHEHUS

x(P)oP /ot =divgradP, oP/on=0,vxeS, =0Q \T,,
@) L k__»
2JPéon  on

e X =(X,X,,%X;) €Q, =Q\Q, UQ, = R~ 1eKkapTOBBI KOOPAMHATHI TOUEK Ia30BOii MIAIIKH PE-

AP =p,¥xel,, P(xt)]_=P.(x),VxeQ,,

3epByapa MECTOPOXKJICHHUS, COAEPKAIET0, KpOME Ta30BOM Mmanku (2 , Takke HEPTAHYIO OTOPOUKY
Q, u BomsHyro nogymky Q , 1e. Q=Q UQ UQ . Jlanee 0 — BHEIHsSA IPaHULA Ia30BON
manky, a [, =0Q MOQ,— rpaHuna pasfena ra3oBOM IIaNKM M HEPTAHOW OTOPOYKH,
I, =0Q, NoQ, — rpanuna pasaena HeTAHONH OTOPOUKU M BOASHOHN MOAYMIKH, K ¥ M— NpOHHU-
[IaeMOCTh M TIOPUCTOCTh TOpPOXBI Ta3oBoM mianku, P =P(p)— mnpeobOpazoBanne Kupxroda,
p = p(X,t)— naBnenue raza B Touke X € Q) B MoMeHT BpemeHu t >0 u x(P) onpenensrorcst 6apo-
TPOIIHBIMHU CBOWCTBaMM rasza. J{si COBepIIEHHOrO ra3a 3Ta (QyHKIHs ONpeaeIseTCs] COOTHOILIEHUEM
x(P)=mk/pP"?,rne p=p(p)=p,P/ Py, P=p,P°/2p,, P,— IIOTHOCTH raza Tpu aTMocdep-
HOM JIaBJIEHUU Taza P,, L U p— AUHAMUYECKAs! BA3KOCTb U IUIOTHOCTh I'a3a B IIACTOBBIX YCJIOBH-
X, a JJIS1 peIbHBIX Ta30B COOTHOLICHUSIMHU
@) X(P):m_k@:m_k 2(p) - pdz(p)/dp ( ):poz(po) p ’P:poz(po)I pdp.
ok u z(p)dp Po  2z(P) Po  ° 2(P)

rae z(p)— xodbdunueHT cBepxcxumaemMocTu raza. OObIHO mojararoT, 4uto Z(p)=z(p,)x

x(1-a,(p, - p)) wm z(p)=2z(p,)exp(—a,(p, — P)), €cM TUAMA30H U3MEHEHUS NABIEHUS MAI

WJIM BEJIMK, COOTBETCTBEHHO. TakuM 00pa3om, /It COBEPIICHHOTO Ta3a ypaBHeHue (1) coBmamaer ¢
ypaBHeHueM Jleiiben3ona. CrenoBaresbHO, UIS pEIIeHHUs 3a7ad MOICTUPOBAHHS M YIPABICHUS
pa3paboTKOI Ta30BOM MIANKH B Ta30BOM PEKUME, T.€. B PEKUME UCTOIICHUS, POLIECC PHITBTPAITUH
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raza ompejeNseTcs Kak pelleHHe HadadbHO-KpaeBoi 3amaum (1) mpu y(P)=mk/uPY?, rnme

p=p(P)=poP/ Py, P:popZ/Zpo-

CornacHO M3IIOKEHHBIM TIPEAIONIOKEHUSM, B IaHHOW YacTH PAacCMaTpPUBACTCS CIICAYIOUIAs
CUCTEMA ypaBHeHI/Iﬁ B YAaCTHLIX IMPOU3BOAHBIX, OIMMCHIBAIOIIAA (bI/I.HBTpaLII/IIO Heq)TI/I, BOJbBI U ra3a B
JIBYXMEpHOU 006siacTu HePTsiHOM oTopouku ( (0e3 ydera BIUSHUS KaJIITPHBIX CHIT)

3 3
3) 3ot Ofy o Xiop) of kopjl_ <5 %idp

i=1 P & P H; OX 5 P H; oy o p; Op ot
- 0s. k
ii plk_X@ +pik_X6_pa_k'ﬁ+kii p|_y@
OX u; OX K; OX OX OX oy u; oy
pk_y@a_k'ﬁ —mo. By s 9P P
w0y oy oy

(4)

P TS T

3necw, p(X,Y,t) - pacnpenenenue nasieHus; S;(X,Y,t) - pacnpenesneHne HACHIIEHHOCTH (a3bl i ;
k,,K, - koodpuument npornuaemoctu B Hanpasnenun oceii OX u Oy ; K; - 3aBHCUMOCTL OTHOCH-
TEeIbHOW (ha30BOM npoHuIaeMoct dasel i; p,(P) - 3aBUCUMOCTH IUIOTHOCTH (a3bl | OT JAaBICHHS;
i, (p) - 3aBucuMoOCTh BsI3KOCTH (a3l i OT maBieHus. HeoOX0MMMO OTMETHTB, YTO B yPaBHEHUSX

(3) u (4) MO’KHO MCKJTIOUUTD JIIOOYI0 M3 (QYHKIIUNA HACBHIIIEHHOCTH C MCIIOJIb30BAHHEM 0ATTaHCOBOTO
COOTHOHIEHUS S; +S, +S; =1.

B pesynbTare B (4) ocTaHeTcs TOJIBKO JIBa ypaBHEHHS BMECTO TPEX, OAHAKO, 3TO CHUJIBHO yC-
JIO)KHUTH HE TOJBKO CTPYKTYPHI CllaraeMbIX BXOJSIIMX B 3T YPaBHEHHUS, HO CYLIIECTBEHHO OIpaHU-
YUT BO3MOXKHOCTH BBIOOPA BBICOKO3(D(PEKTUBHBIX AIITOPUTMOB BBIYMCIUTEIHHOTO MOACIHUPOBAHUS
Y yIpaBlIeHUs pa3pab0OTKON HEDTIHBIX OTOPOUYEK ra30HEMDTIHBIX MECTOPOKICHHI.

[Ipenmonaraercs, 4To U3HAYAIBLHO pa3pabaTeiBacTCsl HEPTSIHAST OTOPOUYKA U TOJHKO MMOCIE UC-
TOILEHUS HEPTSIHON OTOPOUYKU MOXKET pa3paldaThIBaThCs ra30Bas IAIKa C UCHOJb30BAHUEM TEX XKe
CKBaKHH, MO3TOMY B AOKJIAAC OCHOBHOC BHUMAHUC YICIACTCA IMOCTAHOBKE U PCIICHUIO 3ala4r MO-
JIeTMPOBaHMS TPOIlecCOB (PprbTpaniuu B HeTIHONW oTopouke. CHcTeMa HETWHEWHBIX ypaBHEHUI
mogenu (3)-(4) ans Kaxao0ro ogHOpPoAHOro Oi1oka ® — Q. mocne AUCKPETU3alUH, T.€. CETOUHOU

AIMPOKCUMALIMH, IO IPOCTPAHCTBY NPUBOAMUTCS K CUCTEME HEIMHEMHBIX ONEPATOPHBIX YPaBHEHUM
HBOJIIOIIMOHHOTO TUNA. BbIO0p criocoba qucKpeTH3aiy onpeaensieTcs reOMeTpUIeCKUMHU XapaKTe-
PUCTUKAMHU U CTPYKTYPOW HEOTHOPOTHOCTH PE3€PBYapPOB Ta30BBIX MECTOPOXKICHUN ¢ HeDTIHOU
0TOpouKoil. /I BEIOpaHHOM CeTKM JUCKpETHAast allpoOKCUMAIIHS TPOU3BOAUTCS C UCIIOIB30BAaHHEM
KOHCEpPBAaTUBHBIX KOHEYHO-PA3HOCTHBIX U KOHEYHO-AJIEMEHTHBIX METOJIOB, B COYETAHUU C METOJa-
MH JEKOMIO3MIHUU 00JacTU € paclerieHHeM Mo (hU3MYECKUM MpoleccaM M MPOCTPAaHCTBEHHBIM
KoopauHaTtaM. [ TOBBIIIEHHUS TOYHOCTHU BBIYMCICHMM B MPHU3a0OMHBIX 30HAX CKBAXHH MOXXHO
BOCIIOJIb30BaThCSl METOAOM KOHEUHBIX CYNEPIJIEMEHTOB C MHOTOCETOYHON amnmpoKCUMAanueil Ha
KBa3UPaBHOMEPHBIX ceTkax. Mojenb ¢uiabTpaiuu ¢GIIroNa0B B MOPUCTHIX cpeaax (GopMylupyercs
Kak HenmuHeiHas 3amaya Komm ams cuctemsl ypaBHeHU# (3)-(4), pelieHue KOTOPOH Ha KaKIOM
BPEMEHHOM CJIO€ NPU PAaBHOMEPHOM anmpOKCUMAalUU [0 BPEMEHU MPOU3BOAUTCS MOCIIEIOBATEb-
HO. /{151 peasibHBIX HE(PTAHBIX OTOPOYEK PAa3MEPHOCTH OJHOPOJHBIX OJOKOB, KaK MpaBHIIO, JOCTa-
TOYHO BeJHMKa U HEoOXOoauMasi TOYHOCTb BBIYMCIIEHUN TpeOyeT M3MeNbUeHUs 1IaroB JUCKpeTH3a-
IIUH 10 MPOCTPAHCTBY M BPEMEHHU, YTO MPUBOAUT K YBEIMUYEHHUIO PA3MEPHOCTH M HEOOXOIMMOCTH
WCITOJIb30BAaHUs HOBBIX METO/IOB.

IIpennaraemble OAXO/bI U METO/IBI OPUEHTUPOBAHBI HA HCIIOJIb30BAaHHE MHOTOIPOLIECCOPHBIX
BBIYMCIIUTENIBHBIX CUCTEM C NapaJlIeIbHOM OpraHU3alMeld BBIYMCICHUM, HAllpUMEp KIACTEPHOIO
tuna. J[nga mapamienbHON oOpraHu3any BBIYMCICHUNA OJHOPOIHBIA OJIOK HE(PTIHOH OTOPOUKU



® c Q, pasgenum Ha 1Ba noamHoxxectBa D, u D, Takue, uro D, uD, =0 u mes(D, N D,)=0,
T.€. IIOJIMHOXKECTBA, Mepa MepecedeHus] KOTOPBIX paBHA HYIIO.

Takum o0Opazom, npu PUKCUPOBAHHBIX 3HAYCHUSX S, | = 13 u p ypaBHeHusi cuctemsl (3)-(4)

i?
CTAHOBSITCS YPaBHEHUSMH MapaOOINYECKOro U rurnepOoIndeckoro (KBasmJIMHEHHOTO MEepBOro IMo-
psAIKa) THUIIOB, COOTBETCTBEHHO. {151 TaKMX CHCTEM HTEpalMH 1O BPEMEHU I1eJIECO00Pa3HO COBEP-
IIaTh Ha KaXJJOM BPEMEHHOM CJIO€ B JIBa dTara, oo4YepeHo pemas ypaBHeHue (3) 1 He3aBHCHUMBIE

YpaBHEHUS CHCTEMBI (4), T.€. PU 3aJaHHBIX 3HAYCHUSIX HACBHIIICHHOCTEH Si(n), n=012,...,1i =1,_3
CcHayasa pemaercs ypaBHerwue (3) u onpenensercs pacnpeneneane pY n=012,..., a 3aTeM npu
samanaoM P n=01,2,... pemarnTcs He3aBHCHMBIE ypaBHEHHs (4) M ONpeenseTcs pacipee-
JICHUE Si(nﬂ), n=012,..., i=13.

[Tocne muckperusanuy MO MPOCTPAHCTBEHHBIM NEPEMEHHBIM M NPeoOpa3oBaHUN HEOOXOaU-
MBIX JIJISl y4eTa TPaHUYHBIX YCJIOBHN BMECTO HAa4abHO-KPAEBBIX 3a1auu i cuctemsl (3)-(4) mo-
Jy4uM, COOTBETCTBYIO 3a/1auy Ko 1y1s1 ciieyronieit CUCTEMbI 3BOJTIOLIMOHHBIX YPaBHEHUM
(5) dp/dt+ A(s)p= fpl p(Xt) |t:0= Po (x), s= (31’ S 53)7 S +S; + 3, =1

(6) ds; /dt+ B, (p)s; = fg, 8 (X, 1) [;-g=S;p (X), i =13

I/Ie KBa3WJIMHEHHBIC ONEPaTOPhl COOTBETCTBYIOT JAUCKPETHBIM (KOHEYHO-Pa3HOCTHBIM WM KOHEU-
HO-DJIEMEHTHBIM) aHAJIOT'aM COOTBETCTBYIOIIUX BhIPAXKEHUH

Cxema JeKOMITO3UIIUY 00JIACTH pelieHus 3aaaun Ko uist cicTeMbl ypaBHEHUH YBOIIOIHOH-
Horo Ttuma (5)-(6) ompeaensieTcsi BBIOOPOM KOHKPETHON CXEMBI Pa3JIOKEHUS MCXOMAHOU 00JacTH
(pe3epByapa HedTAHOW OTOpOUKH). IJisi CXeMBbl JEKOMIO3UIIMN CTPOUTCS HAa OCHOBE pa3zOUEHUS
€/IMHUIIBI, COTIIACHO BBIPAYKCHHSIM

S3,(x,y)={>0,x,yeD,;0,x,ye D}, a=12; 5,(x,y)+93,(x,y)=1 X,yeQ, =D, uD,;
A =5 A AW =(A") a=12 B“=5,B,B“ = (BY), a=12
N3 3Tux BeIpa)XeHUU CIEAYET, UTO ONEepaTopsl A U B HeE SABIAIOTCA CaMOCONPSIKEHHBIMH.
OObIYHO Ha BHYTPEHHMX TpaHHUIAX MEXAY CYNEpdJIEeMEHTAaMH 33aJal0TcCsl YCIOBHS PaBEHCTBA

JaBJIeHU U OanaHca MOTOKOB, a BHIOOP KOHKPETHOM CXEMbl paclleIUIeHHs] BBIYMCIEHUHN Ui pac-
CMaTpPUBAaEMOI CXEMBI JEKOMITO3UIIUN OTPEICIAIOTCS UCXOIHBIME TPeOOBaHUIMU K 3(PPEKTUBHO-

CTH alnroputMa (yCTOMUMBOCTH, CKOPOCTBIO CXOAMMOCTH U TOYHOCTH BblUMcIeHMH). Ilycts p, u
Siyy 1 = 13- penieHue cucteMsl (6) B MOMEHT Bpemenu t =nt, t>0— mar no BpeMeHu, Torjaa rme-
peX0/ Ha HOBBIM BPEMEHHOM CJI0M OCYIIECTBIISIETCA MOCIEI0BATENIHHO B BA ATaIla, COrJIaCHO
(Prasz = P) /T +8,(X y)A® (Sn) Prsasz 0, (X, y)A® (8)) Py =0,
(Sinsar2 = Sin) [T+, (X, y)BY (Sins Prirs2)Siniarz + 0, (X, y)B® (Sins Prsas2)Sin =W, 1= 13,
(P = Praas2) [ T+8,(X, y)A®? (Sni1s2)(Pras = Po) = @,
(Sini = Sinas2) [ T+8,(X, y)B® (Sinsar2s Prsa)(Poa = Po) = Wi, 1= 13
3nece A u B He 00mamaroT CUMMETPHYECKOW (OPMOM, TO ISl YIYYIICHUS] CXOAUMOCTH IIeJIeCOo-

00pa3HO BOCMOJIB30BATHCS METOJAMHU aZIMTUBHON PEryJIIpH3alMK C BO3MYIICHHBIMHU ((haKTOpU30-
BaHHBIMH) orepatopamu tuna {H=E+—> EF+uR, A} u {H=E, A A-pR} mpu R=A wm

R=A? I KAHOHMYECKOH (POPMBI IBYXCIIOMHOIO MTEPALMOHHOTO METO/A s ypaBHeHus (5), T.e.
H(p"™ - p")/t+Ap" =¢,,n=01,.... AHanoruuno, ipu R, =B, wiu R, = B’, MoxkHO BoCMOB30-

Batbcst omepatopamu {H, =E+— E+puR,,B;}, u {H, =E,B, —> B, —uR,} mwis xanonmueckoii

dopmsl ypasuenuii (6) H, (s —s")/t+B;s' =¢,,n=01,..., i=13.



Perrenue nokalibHBIX MO/A337]a4 HA CYNEPIJIEMEHTAX, MPUHAJIKAINUX O | € D, mm © | € D,,

TpedyeT 00bIIoro 00beMa BEIUUCICHUM, YTO CBSI3aHO HAIMYKMEM TOPU30HTAIBHBIX CTBOJIOB (3200-
€B) CKBa)XMH, BOJIM3M KOTOPBIX B HAWOOJBIIEH CTEIICHH MPOSBISAIOTCS HenmnHeHHbIe 3G dekThl. [1o-
ATOMY JUIS PEIICHMsI JIOKATBHBIX IMO/A3a/1a4 HEOOXOAMMO BOCHOJIB30BATHCS KBa3HPaBHOMEPHBIMU
MHOTOCETOYHBIMU BapUAHTAMH KOHEYHO-PAa3HOCTHBIX METOJOB, CTYMIAIONINXCS MO0 Mepe MpuOIm-
XKEeHHS K 320010 CKBaXHHBI. [Ipy TakoMm moxoae TpeOoBaHUS TOYHOCTH 00CCIICYUBAIOTCS TaKe Ha
IpyOBIX CETKaX, YTO JOCTUTACTCSI MHOTOKPATHBIMU BBIYMCICHUSMU HA MHOXKECTBE BIIO)KCHHBIX Ce-
TOYHBIX ANMPOKCUMAIIHH.

4. PacyeT CHHIYJISIPHBIX PEXKHMOB

[Tox cUHTYIAPHBIMHU pelieHUAMHU I (depeHIuaTbHBIX YPaBHEHUN MOHUMAIOT JINOO pa3phiB-
HBIE PEIICHMs THIIA yJapHBIX BOJH, TMOO HENPEPHIBHBIC PEIICHNUS, Y KOTOPBIX Pa3pbIBHBI YaCTHBIC
IPOM3BOJIHBIC (TaK Ha3bIBa€Mble KOHTAKTHBIC yJapHbIe BOJIHBI WM ciabble pa3pbiBbl). MaremaTH-
YEeCKUi ammapaT KIaCCHYECKOM TEOPHH IUIOXO MPHUCHOCOOJICH JUIS MOCTPOCHUSI CHHTYIISIPHBIX pe-
menuii. Teopust 0000MIEHHBIX (DYHKIMHA, TPaAULIMOHHO HCIIONb3yeMas MPH aHAIN3€ Pa3pbIBHBIX
pemIeHni, MOXKeT OBITh IPUMEHEHA JINIIb K JIMHEHHBIM yPaBHEHHSIM.

AJBTEpHATUBOM ammapaTy 00O0O0IIEeHHBIX (DYHKIMI SBISETCA TEOpHUs 0COOEHHOCTEH, OCHOBaH-
Hasl HA TEOMETPUYECKOI TEOPHH MHOTO3HAYHBIX PEIICHUH U pa3BUTasl B paOOTaX MOCKOBCKOM IIIKO-
a6l B 70- 80-x romax XX Beka. O030p MEpBBIX Pe3yNIbTAaTOB, NOJYYSHHBIX 3TOH IIKOJIOH, peIcTaB-
jeHbl B MoHOTpaduu [37], a coBpeMeHHBIX — B MOHOTpaduu [36].

MHoro3HavyHoe penieHne qudGepeHIaabHoro ypaBHEeHs K-To mopsiaka mpeacTaBiseT coooi
HOAMHOT000pa3ne B MPOCTPAHCTBE K-1KETOB, Pa3MEPHOCTh KOTOPOTO paBHA YMCIy HE3aBHCHUMBIX
NEPEMEHHBIX B YPaBHEHUU M KOTOPOE SIBIISICTCS MHTETPaJIbHBIM MHOT000pa3ueM pacrpeieieHus
Kaprana.

[Tpu MonenupoBaHUM IMPOLECCOB N0OBIUM HE(PTH M raza METOJOM BO3JCHCTBHS aKTUBHBIMHU
peareHTaMy BO3HHKAIOT TPYAHOCTH, CBSI3aHHBIE C pacyeToM (poHTa BBHITECHEHHUS. JTO 00yciIoBIe-
HO T€M, YTO COOTBETCTBYIOIINE PELICHUS MOJAEIBHBIX TU(PEepeHIINATbHBIX YPaBHEHHH UMEIOT pa3-
PBIBBI, TO €CTh TaKHe (PPOHTHI PACTIPOCTPAHSIETCS TOJOOHO yIapHOH BOJIHE.

Hanuune pa3phIBHBIX pPELICHUN CO3/1a€T M3BECTHBIC TPYIHOCTH MPHU MOCTPOCHUU PAa3HOCTHBIX
cxeM: TpeOyeTcsl M3MeNbYCHUE [Iara CEeTKU MPH MPUOIIKEHUN K ITOBEPXHOCTH Pa3phIBa, IOJIOKE-
HHUE KOTOPOIl K TOMY K€ HEU3BECTHO, YTO HE 0OecreunBaeT TpeOyeMyto TOYHOCTh BbIUMCIIEHUH. B
pe3ynbTaTe MOoIydaroTcs TPyOble alrOPUTMEI.

B noknazne mpeacTaBiIeHO pelIeHHe 3a/ayd pacyeTa paclpocTpaHeHHs (PPOHTA BBHITECHEHUS
HedTH BO/IOW M aKTHBHBIMH PeareHTaMu Npu pa3paboTke He(TIHBIX MECTOPOXKACHHUH JUTS MOACITH
C IByMsI TPOCTPAHCTBEHHBIMU MIEPEMEHHBIMH.

CootBerctByromiee auppepeHnnaIbHOe ypaBHEHUE s ABYMEPHOM MOJIENHN Tpoliecca BhITEC-
HEHUS BOAOI OITMCHIBACTCS CIEAYIOINM KBa3HIMHEHHBIM ypaBHEHHEM:

P LA,y )+ (B(x,y,5) = 0.
ot Oox oy

31ech s — BOAOHACKIIIEHHOCTh, X,y — MPOCTPAaHCTBEHHBIE NMEpeMeHHbIe, a A U B — 3amaHHbIe
¢yHKIMU. DTOMY YpaBHEHHUIO OTBEYaeT TMIEPIOBEPXHOCTh B MPOCTPAHCTBE 1-mkeToB. MHOrO-
3HAYHOE PEIIEHHE ITOTO YPaBHEHHUS — 3TO TPEXMEPHOE WHTErpalibHOE MHOTrooOpasue pacmpeere-
Husa Kaprana, nexaiiee Ha 3TOi TUIeproOBEPXHOCTH.

JIJisi 4UCIEHHOTO TOCTPOCHHUSI MHOTO3HAYHOTO pemieHus 3amaur Kol MbI UCIONIB3YeTCs
cABUr HaanBHOﬁ HOBerHOCTI/I BOOJIb TpaeKTOpI/Iﬁ COOTBGTCTBYIOH_IGI‘O KOHTAKTHOI'O BGKTOpHOI‘O
MIOJISI B TIPOCTPAHCTBE 1-KETOB. DTOT alTOPUTM JommycKaeT 3PpdeKTUBHOE pacrapaieIiBaHue.

Oco0ble TOUYKH MPOEKIIMA MHOTO3HAYHOTO PEIICHHsI Ha MMPOCTPAHCTBO HE3aBUCUMBIX IEPEeMEH-
HBIX {, X, Y ONIpeaeNsitoT KayCTUKHA — TOBEPXHOCTH B IPOCTPAHCTBE |-KETOB.



OTMeTuM, YTO peaibHbII pa3pblB PELUICHUS MPOUCXOAUT HE B TOUKAX KAyCTUKU U 32 BO3HUKHO-
BEHHE pa3pblBa OTBEYAIOT YCJIOBUS ['toroHno-PeHknHa, KOTOpbIE 3alMCBIBAIOTCS UCXOAS U3 3aKO-
HOB COXpaHEHUsS. DTH YCIOBUS B MPOCTEHIIEM ciydae MpeACTaBIsAIOT co0oi ypaBHeHus [ amMuib-
TOHa-$koOHU, peleHNsl KOTOPbIX U ONPEEIIAIOT TOBEPXHOCTh Pa3phlBa, YTO MO3BOJISAET IPUMEHHUTh
METO]Ibl TAMHJIbTOHOBOW MEXaHUKH JUIs ynpaBieHus: GpoHTaMu BeITecHeHUs HepTH (cM. [38]).

3. 3a1ayu NPOEeKTUPOBAHMS U YIIPABJIEHUSA

3ajaun MPOCKTUPOBAHUS U YIIPABJICHUS Pa3pad0TKON MECTOPOXKIECHUN YIieBOAOPOIOB JOJIXK-
HBI OBITh COTJIACOBaHBI C MHOTOYPOBHEBOU CTPYKTYpPOW MOJAEIH. DTO O3HAYAET, YTO CTPYKTypa U
YPOBHU HEPAPXHM JIEKOMIO3UIMM M PpaCHICTICHUS 3aJad MOJAEIUPOBAHHUS, MPOECKTUPOBAHUS U
yIpaBIeHUS TOJDKHBI OBITh MASHTHYHBI. Ha Kakmoil uTepanuu perieHws 3a1ad MpOSeKTUPOBAHHUS
WIM YIPABIIEHUS C UCIOJIb30BaHUEM MTOCTPOCHHOM THIPOJMHAMHYECKON MOJIETH pe3epByapa omnpe-
JENSFOTCS TOMTYCTUMBIE PEKUMBI COOTBETCTBYIOIINE BEIOPAHHBIM CTPATETHsIM Pa3MEIICHHS U TEM-
na OypeHHs] CKBaKUH, a TaKXKe YIPaBIISIOMIUM BO3JECUCTBUSAM, 3a/laHHBIM Ha J0OBIBAIOIIUX M Ha-
THETAaTeIbHBIX CKBAKUHAX (BHYTPEHHUX TPAHUYHBIX YCIOBHsIX). J{7Is pereHus 3a1aq ONTHMH3AIIH
MIPOEKTUPOBAHUS U YIIPABICHUS BO3MOXKHBI JIBa BapHaHTa MOCTAHOBKU: MaKCUMYM J00bIYM He()TH
IpH 33/IaHHOM yYPOBHE CYMMAapHOH 3aKaukKH BOJbI (peareHTa) UiId MUHUMYM CYMMapHOU 3aKauyku
BOJIBI TP 3aJJaHHOM YpOBHE H00bn HehTH. B 000mX ciydasx BBOAATCS 0000IIEHHBIC KPUTEPUH B
Buje GyHKIui Jlarpanka, yUuTHIBAIOIIHE OTPAHUYCHHOCTD 33/IaHHOTO YPOBHS PECYPCOB, T.€. CyM-
MapHOW 3aKa4yK{ BOJBI WU cyMMapHoOU 100k HedtH. [Ipu TakoMm moaxoae 3Ha4eHHS 00001IeH-
HBIX KPUTEPHEB HA KAXKIIOH HUTEpAlMd MOMKHO OIMPEAETSATH IO COOTBETCTBYIOIIMM COTPSKEHHBIM
YpaBHEHUSAM (JIMHEHHBIM B OKPECTHOCTH JIFOOON TOUKH MPOCTPAHCTBA COCTOSIHUI), YTO 3HAUUTEIb-
HO CHIDKAET TPYIOEMKOCTh BBIYHCICHUHN B MpOIECCe MOUCKA onTuMyMa. Ecnu ontuManbHOE 3HA-
YyeHre 0000IIEHHOTO KPUTEPHS ONpeAeseHo, TO U3 ycioBus Jlarpanxka s OpSIMBIX U COMPSIKEH-
HBIX OIEPATOPOB CIIEAYET, YTO ONMTUMAIBHOE PEUICHHE MPSIMON 3a7aui ONPEAeTsSeTCs U3 PEIleHUs
IPSIMBIX ONEPATOPHBIX YPaBHEHUH C y4ETOM IMOJIYUEHHOTO ONTHUMAIBHOIO COMPSDKEHHOTO perie-
HUSL.
Jlnia peanuzaluy IpeiaraeMoro mojaxo/ia K NOCTPOSHHUIO MapauIeIbHBIX MPOrpaMM MOXKET ObITh
ucnonb3oBana cpexa MPI, OpenMP, OpenCL, CUDA u np. O¢ddekTuBHOCTD BIOKEHHS Mpeasa-
raeMblX MHOTOYpPOBHEBBIX METOZ0B B apxuTekTypy MBC rapantupoBana, 6marogaps paBHOMeEp-
HOMY pacIipe/ie]IeHI0 00beMa BBIYUCIICHUH IO MpolieccopaM Ha Ka)JIOM YPOBHE HepapXU4ecKon
JEKOMIIO3UIINH U paclleIIeHUs (TOATBEPKIACTCS BBIYMCIUTEIbHBIMU IKCIEPUMEHTAMHU ).

4. 3ak/r04eHue

[Ipemiaraemele uepapxXu4ecKre MPUHIHUIBI U PELICHUS 3a/1a4 MOJICIIMPOBAHUS U YIIPaBICHUS
MHOTOCBSI3HBIMH CHCTEMaMH CBOWCTBAaMH YHHMBEPCAIbHOCTH, IOCKOJBKY ITO3BOJISIOT YYUTHIBAThH
cneuuduyeckre 0COOCHHOCTH OOBEKTOB ympaBieHHs. Bricokas 3(()EeKTHBHOCTH MPAKTHYECKOTO
WCTIONIF30BAHUS TIPEUIaracMbIX METOJOB C HEPApPXHUYECKHM pPaCHapauIeIMBAaHUEM BBIYHCICHHN
oOecrieunBaercst O1arogaps ONTUMAIBHBIM MPOCKTHBIM PELICHUSM (32 CUET SKOHOMHUH CPEJCTB Ha
0o0opyoBaHKEe) U BbIOOpPA ONTUMAJIBLHOTO pacHpeiesieHusl PECYpCOB yIpaBieHHUs (3a CYET HKOHO-
MHH 3KCIITyaTallMOHHBIX 3aTpar). B 4acTHOCTH, U1 KPYITHOMACIITAOHBIX MECTOPOXKICHUH YIrieBo-
JI0pO/IOB BBICOKAs 3()(HEKTUBHOCTh MPAKTHYECKOTO HMCHOJIB30BAaHMS NPEAIaraeéMblX METOIOB I
BbIOOpa TMPOEKTHBIX PEIICHUH M ONTHMAJIbHOTO YIpaBJIEHUS B Ipolecce UX pa3paboTku Oyxaer
o0ecreunBaTbecs 3a CUeT:
® HKOHOMHH CPEJCTB Ha OypeHue u 000pyJ0BaHUE CKBAXKHUH,
® TOBBIIIEHUS KO()(HUIIMEHTA U3BJICUCHUS YTIIIEBOIOPO/IOB,
® JIOCTHKEHHUsSI TpeOyeMOoro IUIAHOBOTO OTOOpa MPOJIYKIMU JOOBIBAIOIINX CKBAXUH MPU MHUHH-

MaJIbHBIX 3aTpaTax Ha 3aKadyKy BBITECHSIOIIETO PeareHTa B HAarHETaTeIbHbBIE CKBAKUHBI.
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	где  – коэффициент сверхсжимаемости газа. Обычно полагают, что     или  , если диапазон изменения давления мал или велик, соответственно. Таким образом, для совершенного газа уравнение (1) совпадает с уравнением Лейбензона. Следовательно, для решения ...
	После дискретизации по пространственным переменным и преобразований необходимых для учета граничных условий вместо начально-краевых задачи для системы (3)-(4) получим, соответствую задачу Коши для следующей системы эволюционных уравнений
	(5)
	(6)
	где квазилинейные операторы соответствуют дискретным (конечно-разностным или конечно-элементным) аналогам соответствующих выражений
	Схема декомпозиции области решения задачи Коши для системы уравнений эволюционного типа (5)-(6) определяется выбором конкретной схемы разложения исходной области (резервуара нефтяной оторочки). Для схемы декомпозиции строится на основе разбиения едини...
	;    ;      ,
	Из этих выражений следует, что операторы   и   не являются самосопряженными.
	Обычно на внутренних границах между суперэлементами задаются условия равенства давлений и баланса потоков, а выбор конкретной схемы расщепления вычислений для рассматриваемой схемы декомпозиции определяются исходными требованиями к эффективности алгор...
	Здесь   и   не обладают симметрической формой, то для улучшения сходимости целесообразно воспользоваться методами аддитивной регуляризации с возмущенными (факторизованными) операторами типа { ,  } и { ,  } при   или   для канонической формы двухслойно...
	Решение локальных подзадач на суперэлементах, принадлежащих   или  , требует большого объема вычислений, что связано наличием горизонтальных стволов (забоев) скважин, вблизи которых в наибольшей степени проявляются нелинейные эффекты. Поэтому для реше...
	4. Расчет сингулярных режимов
	Под сингулярными решениями дифференциальных уравнений понимают либо разрывные решения типа ударных волн, либо непрерывные решения, у которых разрывны частные производные (так называемые контактные ударные волны или слабые разрывы). Математический аппа...
	Альтернативой аппарату обобщенных функций является теория особенностей, основанная на геометрической теории многозначных решений и развитая в работах московской школы в 70- 80-х годах XX века. Обзор первых результатов, полученных этой школой, представ...
	Многозначное решение дифференциального уравнения k-го порядка представляет собой подмногообразие в пространстве k-джетов, размерность которого равна числу независимых переменных в уравнении и которое является интегральным многообразием распределения К...
	При моделировании процессов добычи нефти и газа методом воздействия активными реагентами возникают трудности, связанные с расчетом фронта вытеснения. Это обусловлено тем, что соответствующие решения модельных дифференциальных уравнений имеют разрывы, ...
	Наличие разрывных решений создает известные трудности при построении разностных схем: требуется измельчение шага сетки при приближении к поверхности разрыва, положение которой к тому же неизвестно, что не обеспечивает требуемую точность вычислений. В ...
	В докладе представлено решение задачи расчета распространения фронта вытеснения нефти водой и активными реагентами при разработке нефтяных месторождений для модели с двумя пространственными переменными.
	Соответствующее дифференциальное уравнение для двумерной модели процесса вытеснения водой  описывается следующим квазилинейным уравнением:
	Здесь s – водонасыщенность, x,y – пространственные переменные, а A и B – заданные функции. Этому уравнению отвечает гиперповерхность в пространстве 1-джетов. Многозначное решение этого уравнения – это трехмерное интегральное многообразие распределения...
	Для численного построения многозначного решения задачи Коши мы используется сдвиг начальной поверхности вдоль траекторий соответствующего контактного векторного поля в пространстве 1-джетов. Этот алгоритм допускает эффективное распараллеливание.
	Особые точки проекции многозначного решения на пространство независимых переменных t, x, y определяют каустики – поверхности в пространстве 1-джетов.
	Отметим, что реальный разрыв решения происходит не в точках каустики и за возникновение разрыва отвечают условия Гюгонио-Ренкина, которые записываются исходя из законов сохранения. Эти условия в простейшем случае представляют собой уравнения Гамильтон...
	3. Задачи проектирования и управления
	Задачи проектирования и управления разработкой месторождений углеводородов должны быть согласованы с многоуровневой структурой модели. Это означает, что структура и  уровни иерархии декомпозиции и расщепления задач моделирования, проектирования и упра...
	Для реализации предлагаемого подхода к построению параллельных программ может быть использована среда MPI, OpenMP, OpenCL, CUDA и др. Эффективность вложения предлагаемых многоуровневых методов в архитектуру МВС гарантирована, благодаря равномерному р...

